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R6sum6 

P e n d a n t  l e s  20 d e r n i ~ r e s  a n n 6 e s ,  l a  t h ~ o -  
r i e  des  s t a t i s t i q u e s  r o b u s t e s  e s t  d e v e n u e  une  
branche tr~s importante de la statistique 
math6matique. Certains concepts fondamentaux 
de cette th6orie sont exposes ici ~ l'aide 
d'exemples. Une librairie de subroutines pour 
l'application des m~thodes robustes a @t6 d6- 
velopp6e dans le cadre d'un projet du Fonds 
National Suisse. Nous d~crivons cette librai- 
rie dent le d~veloppement fait l'objet d'une 
partie de l'activit~ de notre D6partement de 
Statistique. 

Introduction : les "outliers" et les statisti- 
ques "robustes" 

Avec des donn~es de type quantitatif, nous 
avons l'habitude de calculer des statistiques 
"classiques" telles que la moyenne arithm~ti- 
que, les corr61ations, les r~gressions par la 
m6thode des moindres carr6s. Nous allons voir 
par quelques exemp]es que des "observations 
aberrantes" peuvent avoir des effets impor- 
tants sur les r6sultats de ces calculs. 
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Figure 1 

Le premier (voir figure I) est un exemple 
r~el de r@gression simple. Ii s'agit d'une 
~tude [ i] sur l'exposition de travailleurs au 
styrene, solvant que l'on rencontre dans l'in- 
dustrie du polyester. Chaque point repr~sente 
un ouvrier. L'ahscisse est le logarithme de 
l'exposition : c'est-~-dire du produit de la 
concentration moyenne du polluant ~ laquelle 
l'ouvrier a 6t~ soumis par la dur6e du tra- 
vail. L'ordonn~e est le logarithme de la con- 
centration d'un m@tabolite du styrene (acide 
phenylglyoxylique) mesur6 dans l'urine ~ la 
fin de l'exposition. Nous remarquons la pr6- 
sence de trois observations aberrantes num6ro- 
t6es par i, 2 et 3. On les appelle en allemand 
"Ausreisser" et en anglais "outliers". Nous 

rencontrons ici les deux types d'outliers les 
plus fr6quents dans nos 6tudes. Le no 1 est dO 

une faute de transcription. Ii a 6t~ possi- 
ble de le corriger (comme indiqu~ sur la figu- 
re), en s'adressant simplement au responsable 
de l'~tude. Les nos 2 et 3 sont ~ notre avis 
des points qui se situent un peu en dehors du 
groupe ~ cause de la pr6sence de certains fac- 
teurs qui influencent les mesures, mais qui en 
g~n6ral nous ~chappent (p. e~. : alimentation 
d'un sujet le jour avant l'examen, prise de 
m6dicaments, etc.). C'est le type d'outlier le 
plus fr6quent parmi des donn~es m~dicales. 
Dans cette ~tude particuli~re, le cas no 2 
pr6sentait ~galement des valeurs exceptionnel- 
les pour d'autres m6tabolites ainsi que pour 
la yGT. Le plus souvent, une fois qu'on con- 
naSt la raison de l'aberration, il paralt rai- 
sonnable de corriger ou d'enlever ces points 
du collectif. L'6cart type So indiqu~ sur 
la figure a ~t~ calcul~ avec le collectif com- 
plet. L'~cart type $I a ~t6 calcul~ avec le 
collectif modifi6 : le point no 1 a 6t6 corri- 
g6 et les nos 2 et 3 61imin~s. Ii n'y a pas de 
diff6rence entre les droites de r~gression, 
(pour cette raison seule la droite calcul6e 
sur le collectif complet est indiqu6e), mais 
on notera quand m~me une r~duction de 25 % en- 
tre So et Sa �9 Cela pourrait avoir des con- 
s6quences d6cisives sur les conclusions d'un 
test statistique : avec une variance "gon- 
fl~e", il serait par exemple plus difficile de 
rejeter l'hypoth~se que l'ordonn~e ~ l'origine 
est nulle. 

I1 n'est malheureusement pas toujours pos- 
sible de proc~der ~ une recherche tr~s soi- 
gneuse des outliers. Les ordinateurs nous per- 
mettent de traiter de tr~s grandes quantit~s 
de donn6es et il est souvent impossible d'ana- 
lyser chaque aberration pour des raisons de 
temps. Les moyens techniques pour la recherche 
des outliers peuvent aussi tomber en d~faut. 
Pour les r6gres~ions, par exemple, il est cou- 
tume d'analyser les r6sidus des observations 
par rapport ~ la droite calcul~e. L'exemple 
suivant montrera le d@savantage d'une telle 
procedure lorsqu'elle est bas6e sur des cal- 
culs classiques. En outre, il est bien connu 
que la recherche des outliers avec les moyens 
classiques et graphiques devient de plus en 
plus difficile, lorsque le hombre de param~- 
tres augmente (r6gression multiple). 

On a donc besoin de programmes qui puis- 
sent reconna~tre automatiquement les outliers 
et les traiter convenablement. ROBETII r6pond 

ce besoin. Ii calcule des statistiques "ro- 
bustes". Par cette expression, nous entendons 
(avec un sens un peu restreint par rapport 
l'usage fait dans la litt6rature sp6cialis6e), 
des statistiques qui ont les mSmes buts d'es- 
timation, de description et d'analyse que les 
statistiques classiques que nous avons consi- 
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d6r6es, mais qui, contrairement ~ ces derni~- 
res, ne se laissent pas beaucoup influencer 
par les observations aberrantes. L'6cart type 
$2 de la figure 1 est le produit d'une esti- 
mation robuste. 
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Consid~rons maintenant un exemple artifi- 
ciel (voir figure 2). L'abscisse du point P 
est aberrante, mais cependant ce point se 
trouve dans l'alignement des autres. Ce n'est 
donc pas un outlier pour ce probl~me et les 
r6sultats classiques sur le collectif complet 
Cindice 0, droite continue), ceux qui ne tien- 
nent pas compte du point P (indice i, droite 
discontinue), et les r6sultats robustes (indi- 
ce 2), droite pointill6e) se ressemblent beau- 
coup ( r0 , r~ et r: sont des estimations du 
coefficient de corr61ation). Si nous d6pla~ons 
le point P dans le coin inf6rieur droit de 
la figure, il devient aberrant autant par son 
abscisse que par son ordonn6e (voir figure 3). 
Tousles rSsultats des calculs classiques sont 
6norm6ment influenc6s par un tel d6placement. 
On notera aussi que le r6sidu du point P par 
rapport ~ la droite continue est du m~me ordre 
de grandeur que les autres r~sidus. Cet incon- 
venient fait que, comme mentionn6 plus haut, 
eertains outliers peuvent rester cach@s. Par 
contre, les calculs robustes sur le collectif 
complet sont peu sensibles au d~placement de 

P . Evidemment, cela est vrai aussi pour les 
calculs qui rejettent le point P �9 

Quel~ues @l~ments de la th~orie de l'estima- 
tion robuste 

Darts les 20 derni~res ann~es, les statis- 
ticiens ont accord6 une grande attention 
l'estimation robuste. Des travaux pilotes ont 
6t6 r~alis6s ~ l'Ecole Polytechnique de Zflrich 
par les Professeurs Huber et Hampel (voir par 
ex. [ 2 Iet [ 3] et leurs listes bibliographi- 
ques). Ils ont propos~ et ~tudi~ en particu- 
lier ce qu'on appelle aujourd'hui les estima- 
teurs M , qui, parmi les estimateurs robus- 
tes, sont ceux qui ont eu le plus de succ~s. 
Cela grace ~ leur efficacit~, flexibilit~ et 
transparence th~orique. 

Nous consid~rons seulement l'estimation 
d'un param~tre de position. Nous supposons 
donc que les donn~es Yi sont li6es ~ un seul 
param~tre @ par l'~quation 

Yi = O + r i (i) 

o~ les r i sont les erreurs de mesure. La 
th6orie classique suppose que les erreurs sont 
ind6pendantes et identiquement distribu6es se- 
lon la distribution de Gauss : 

-r2/2 
f(r) = 1 e (2) 

2/F~ 

On peu estimer @ par la m6thode de vraisem- 
blance maximum : l'estimateur @ est d6fini 
par la solution de l'6quation 

f'(Yi @)/f(Yi - @) = 0 . (3) 

On obtient la moyenne arithm6rique : @ = ~ Yi/n . 
Si une seule des observations tend vers l'~n- 
fini, la moyenne arithm6tique tend aussi vers 
l'infini. Elle n'est donc pas robuste. 

La th6orie robuste consid~re un module 
moins rigide. On fait l'hypoth~se que seul un 
pourcentage 1 - e des erreurs suit une dis- 
tribution de Gauss et que le reste (les out- 
liers), a une distribution inconnue h . La 
distribution des r i est donc (modUle conta- 
min6) 

g(r) = (i - E)f(r) + eh(r) . (4) 

Pour estimer @ on utilise un estimateur M , 
qui, par analogie avec l'estimateur de vrai- 
semblance maximum est aussi d6fini par une 
6quation : 

r  ~) = o . (s)  

Dans cette 6quation, la fonction ~ est tout 
d'abord arbitraire; il faut donc la choisir. 
Le choix se fait sur la base d'un probl~me 
d'optimalit6 que nous comparerons ~ un probl~- 
me d'assurance. La moyenne arithm6tique est 
optimale (c'est-5-dire au plus pr6cis possi- 
ble) pour le module id6al de Gauss. Elle n'est 
pas robuste et nous voulons nous assurer con- 
tre les accidents catastrophiques du type 
qu'on a vu (en d'autres termes, nous voulons 
que les effets des outliers ne d6passent pas 
une certaine limite). II est clair que nous 
devons payer une prime. Nous admettons que la 
precision soit un peu diminu~e dans le cas o3 
le module id6al est vraiment appropri6. Mais 
ce prix doit ~tre le plus bas possible, ll y a 
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plusieurs fa~ons de pr6ciser et de formuler 
math~matiquement ce probl~me. Cela engendre 
des solutions ~ diff6rentes, dont le proto- 
type est la fonction de Huber (figure 4a). On 
peut d6montrer que l'estimateur robuste cor- 
respondant est l'estimateur de vraisemblance 
maxzmum pour un module Gaussien dans sa pattie 
centrale et exponentiel dans les queues (figu- 
re 4b). Tout cela se laisse g6n@raliser ~ des 
situations plus complexes telles que la r~- 
gression et le calcul de covariances. 

La solution des ~quations du type (5) est 
r@alis6e ~ l'aide d'un programme d'ordinateur. 

a. FONCTION @ DE HUBER b. MODELE CONTAMINE 
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Figure 4 

La librairie de sous-programmes ROBETH 

Pour conclure, nous revenons maintenant 
ROBETH. Son but est de mettre en circulation 
des programmes pour le calcul des statistiques 
robustes bas6es sur les estimateurs M . II 
comprend actuellement ~ peu pros 70 sous-pro- 
grammes (subroutines) en FORTRAN. Dans leur 
r~alisation, une attention particuli~re a 6t@ 
donn~e g la portabilit6 et ~ la modularitY. La 
documentation [ 4], [ 8], [ 6] et le mode 
d'emploi, ainsi que les programmes m~me peu- 
vent ~tre obtenus aupr~s de notre D6partement. 
Les m~thodes impl~ment@es sont pour le moment 
des estimateurs robustes pour : 

- param~tres de position 
r6gressions simples et multiples 
matrices de covariances et de correla- 
tions. 

Nous impl~mentons actuellement des m6thodes 
pour le choix des variables dans les probl~mes 
de r ~ g r e s s i o n  m u l t i p l e ,  
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zusa~engassun~ 
ROBETH : e i n e  S u b r o u t i n e n b i b l i o t h e k  f f i r  r o b u s -  
t e  s t a t i s t i s c h e  V e r f a h r e n  "- 

In  den l e t z t e n  20 J a h r e n  wurde  d i e  T h e o r i e  
r o b u s t e r  S c h ~ t z u n g e n  e i n  w i c h t i g e s  T e i l g e b i e t  
d e r  m a t h e m a t i s c h e n  S t a t i s t i k ,  Wir d i s k u t i e r e n  
h i e r  e i n i g e  G r u n d b e g r i f f e  d i e s e r  T h e o r i e  a n -  
hand  e i n f a c h e r  B e i s p i e l e .  E i n e  S u b r o u t i n e n b i -  
b l i o t h e k  z u r  Anwendung r o b u s t e r  V e r f a h r e n  w u r -  
de im Rahmen e i n e s  N a t i o n a l f o n d s p r o j e k t s  e n t -  
wickelt. Wir beschreiben diese Bibliothek, an 
deren Weiterentwicklung in unserem Departement 
gearbeitet wird. 

szorcna~ 

ROBETH : A Subroutine Library for Robust 
Statistical Procedures 

In the past 20 years the theory of robust 
estimation has become an important topic of 
mathematical statistics. We discuss here some 
basic concepts of this theory with the help of 
simple examples. Futhermore we describe a 
subroutine library for the application of 
robust statistical procedures, which was deve- 
loped with the support of the Swiss National 
Science Foundation. 
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